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(1.325)
(1.326)

(1.327)

o distanza
retta BB

(1.328)

dei vettori

(1.329)

tori u e Wy

2. {1.330)

ta con n la

(1.331)

«cia ABB'A";

(1.332)

Sistemi lineari

2.1 SISTEMI LINEARI E MATRICH

Esercizio 2.1. Esepguire, se possibile, i seguenti prodotti matrice-vettore:

. [1 2 —1] B [mz] ; [2 3 4] [w]
2 -3 0] |7, s Taf [m3 2 0 1|0

Soluzione Come indicato nella definizione 5.3 a pagina 80 del testo, il prodotio pud essere
calcolato solo quando il numero di colonne della matrice coincide con il numero di righe del
vettore. Questa condizione & soddisfatta solo per i primi due prodotti, per cui

' 1
Loz ] ) [l =D+ (-1-2]  [-3
[2 -3 0] {_ﬂ - [2'1+ (—3)- (—1)+0-2] - [ 5]’ (2.1)
2 3 2ln2+3In3 In108
[1 —1} Bng] = [1ln2+(—~1)1n3:| = |In(%)]. (2.2)
3 —g| * 3m2+(-2) 3| | ()

Esercizio 2.2. Calcolare i seguenti prodotti di una matrice per un vettore come
combinazione lineare delle colonne della matrice.

1 2 -3][1 1 -2 1
L1 -2 3|{-2] 2 |-2 -2 [_g] 3. [m(; ; _él 2
-1 2 3|1 -2 1

3

Soluzione Tutti i prodotti indicati sono calcolabili, perché il numero di colonne della .
matrice coincide con il numero di righe del vettore.
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Troviamo:

Esercizio 2.3. Scrivere i sistemi lineari seguenti nella forma Ax=Dh.

21 —Tg=1 $1+2$2'——-" -1
—~$1+:ﬂ_3=2 {2 +3za=1
T2 —zz=3 3xy + 472 =

.;31—-23,;2—-2:133'—70
w2z, — 2o+ a3 =0

Soluzione

Esercizio 2.4. La linearitd in v del prodotto Av & una versione matemati-
ca del principio di sovrapposizione: mostrare che se vi € Vg S0HO soluzioni ri-
spettivamente del sistemi Ax = by e Ax = by, allora vy + v & soluzione di -

Ax=Dby +Dbs. g
Soluzione  Affermare che vi & soluzione del sistema Ax = b; significa che Av; = b;.

Poiché il prodotto di una matrice per un vettore & lineare nel vettore {proposizione 5.4),
abbiamo

A{Vl +V2) = A'Vl + Avy = by + ba, (2.8)

dunque v; +va & soluzione di Ax = by + ba. |

2.2 RIDUZIONE A SCALAE RANGO

L’algoritmo di eliminazione di Gauss, che utilizziamo in questa e nelle sezioni seguentl,

& quello descritto nel teorema 6.5 a pagina 92 del testo e rappresentato in figura

2:1.-Questo algoritmo opera su una sottomatrice S della matrice di partenza M coit
zioni riga che modificano simultaneamente le due matrici. Pil precisamente:
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1. Inizialmente si prende S = M.
_ . Se S & ridotta a scala, allora ’algoritmo termina.
(2.3) 3. In caso confrario, si determina il pivot p di S e clog il primo elemento diverso da B
zero nella prima colonna non nulia di 8. Questo elemento esiste sempre, altrimenti :
S sarebbe nulla e quindi gia ridotta a scala. -
(2.4) : 4. Ci si accerta che p si trovi nella prima riga di 8, eventualmente scambiando la -
prima riga di S con quella di p. i
5. Si annullano tutti gli elementi di 8 che si trovano al di sotto di p e ciod che hanno lo |
(2.5) stesso indice di colonna ma indice di riga superiore, sottraendo dalla riga di questi :
elementi un multiplo opportuno della riga di p.
= 6. Siridefinisce S omettendo la sua prima riga e si ritorna al punto 2.

b2

L’algoritmo termina perché S ha un numero finito di righe che diminuisce ad ogni
ciclo per via del passo 6 e perché quando S ha una sola riga & necessariamente ridotta
a scala quindi il passo 2 fa terminare il processo.

— 213 = { Inizio

S=M

Zscg—l-xs‘—”o

-1
1 (2.6)
:
(2.7
annulla gli
a determina p & nella elementi togli da 8
R . . sotto p .
il pivot p prima riga con | la prima
di 8 di 87 - riga
1e matemati- operazioni
. riga,
y soluzioni Ti- Jg\
3 soluzione di
scambia la riga
di p e la prima
a che Av; = by ripa di S
sroposizione 5.4),
(2.8) Figura 2.1, g
B
Esercizio 2.5. Ridurre a scala le matrici seguenti.
. 1-10 3 1210 3 1 -1 3-20
» sezioni seguenti, _ -3 -4 -4 3 0 2 92 _4 0 2
: 1. 3 -1 110 2. 3.
sentato in figura 1 5 2 1 2 2 3 -3 -3 3 -4 8 -3 1
. partenza M con 310 3 3 1 2 -1 8 41
. precisamente:
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Soluzione passi per la riduzione & scala sono indicati in (2.9). 1l numero evidenziato
nella matrice & il pivot di 8, mentre le operazioni riga effettuate per passare da una maftrice
alla successiva sono indicati a destra della seconda raatrice; il simbolo Ri indica la riga i-esima
della matrice immediatamente precedente.

-1 0 3 1 -1 3
3 -1 1 10}~ 2 (2.9)
-1 5 2 1 4 2 4l ratm Ry — 2R3

Esaminiamo nei dettagli i singoli passi.

e Nella prima matrice § = M non & ridotta a scala, quindi determiniamo il suo pivot P.

La prima colonna di S non & nulla e il primo elemento di questa colonna 2 diverso da

zero; dungue il pivot & lelemento p = 1 di posto {1,1); p si trova nella prima riga di S,
guindi non sono necessari scambi di righe. A questo punto anmuilliamo gli elementi che
g1 trovano sotto P sottraendo dalla seconda riga il triplo della prima e sommando alla
terza riga la prima. Infine ridefiniamo S omettendo la prima riga: S & ora la sottomatrice
formata dalle ultime duve righe, quelle che si trovano al di sotto della linea tratteggiata
nella seconda matrice.
Ancora una volta S non & ridotta a scala. La sua prima colonna non mulla & la seconda e
il primo elemento diverse da zero in questa cotonpa & il pivot p = 2. Anche in questo caso
non & necessario effettuare scambi perché p st trova nella. prima riga di S. Annulliamo
Velemento sotto p sottraendo dalla terza riga il doppio della seconda. Ridefiniamo S
omettendo la sua prima riga, in modo che S & ora formata dalla sola terza riga nella terza
matrice.

Questa volta S & formata da una sola riga, quindi & ridotta a scala e l'algoritmo termina.

La terza matrice & la riduzione a scala della prima.

Le matrici necessarie per arrivare alla riduzione a scala sono elencate in (2.10) e (2.11}.

Ry

a 2
-3 —4
2

Rz 3 (2.10)

R —2R1

Ra—3R1

(2.13)
@) —3 —26] ra-2m

[on

Partiamo dalla prima matrice con 8 = M; 8 non & ridotta a scala e il suo pivot &
'elemento p = 1 di posto (1,1). Si trova gia nella prima riga di S, quindi non non SOno
necessari scambi di righe. Annutliamo gl elomenti sotto p con le operazioni riga indicate
5 destra della seconda matrice in (2.10} e ridefiniamo S omettendo la sua prima riga.
S non & ridotta a scala e il suo pivot p = 2 si trova in posizione (2,2). Anche in questé
¢aso Non sono necessar] scambi di righe, quindi annulliamo ghi elementi che seguono
nella seconda colonna e ridefiniamo S omettendo 1a prima riga.
Siamo ora nella matrice & sinistra in (2.11), con'S formata dalle ultime due righe. S no
» ridotta a scata. Il suo pivot p =2 si trova in posizione {2,3) e non nella prima riga d
S, quindi occorre scambiare le due righe di 8 in modo da ottenere la geconda matrice i
(2.11). L'unico elemento sotto p & nullo, guindi non sono necessarie ulteriori oper iot
. riga. Terminiamo omettendo la prima riga di 8.
o Ora, nella seconda matrice in (2.11), 8 ha una sola tiga, quindi & ridotta a scala
-+ Palgoritmo termina. L ultima matrice & la riduzione a scala di M. :
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) evidenziato
una masrice
L riga i-esima

(2.9)

‘R

suo pivot p.
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na riga di 8,
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mmando alla
sottomatrice
. tratteggiata

: la seconda e
n questo caso
. Annulliamo
idefiniamo S
ga nella terza

tmo termina.

10) e (2.11).
1 (2.10)
(2.11)

1 suo pivot &
non non sonc
i riga indicate
prima riga.
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che seguono p
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prima riga di
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&1 Le operazioni per la riduzione a scala sono indicate di seguito.

( L-1 3 -2 0] [L -1 3 -2 0]
-2 2 -4 0 =2 0 0 2 -4 2 Ro+2my
34 8 -3 1 THOED -1 3 1] g, (212)
[ 2 -1 8 -4 1] (07T 2 0 1) nyeom
[ 1 -1 3 -2 @ [1 -1 3 -2 g
0= =1 7371 s 0-1-1 3 1
T 070 224 2w TEH B =i (2.13)
L 001 2 0 1 [0 0 1T 3 2| ngtn
1 -1 3 -2 9]
0-1-~1 3 1
"o 0 2.4 2 (214
0 0 0 5 1_ Rq—%‘ﬂa

o Nella matrice iniziale S = M non & ridotta a scala; il suo pivot & P = 1 in posizione
(1,1) e non necessita di scambi. Annullando ghi elementi sotto p nella prima colonna e
omettendo la prima riga di § otteniamo la seconda matrice in (2.12).

e 8 non & ridotta a scala e il suo pivot & p = —1 in posizione {3,2), quindi scambiamo Ia,
prima e la seconda riga di S; otteniamo la matrice a sinistra in (2.13). Annulliamo gli
elementi sotto p ¢ omettiamo la prima riga di S; abbiamo la seconda matrice in (2.13}.

e Ancora una volta § non & ridotta a scala il suo pivot si trova in posizione {3,3), nella
prima riga di 8. Non & quindi necessario uno scamnbio di righe ¢ possiamo concludere il
ciclo sottraendo alla quarta riga metd della terza e togliendo ancora una volta la prima
riga di 8, ottenendo cosi I'ultima matrice.

8 ha ora una sola riga, quindi & ridotta a scala e I'algoritmo termina. &

L3

Esercizio 2.6. Calcolare il rango delle tre matrici dell’esercizio 2.5.

Soluzione  Indichiamo di seguito le riduzioni a scala delle tre matrici evidenziando in
ciascuna i pivot che sono stati determinati nel corso dell’algoritmo.

N @ 2 1 0 3 D=1 3-2 0
%)(%3(1) 'i’ 0 @& -1 3 9 01 3 1 015
06 o0& 0 0 (2 -3-26 0 0 @2—4 2 (2.15)
= 0 0 0 0 o0 00 0 31

0 rango di una matrice & il numero di pivot nella sua riduzione a scala; d
matrici hanno rango tre, la terza ha rango quattro.

ungque le prime due.
B

Esercizio 2.7. Ridurre a scala le matrici

1 2 3 4 5

10 2 1 1 2 -1
-1 -1 -1 -1 1

A=|-2 0 3 6 9|, B=|3 2 6 4 4 7 9

1 -6 2 -2 -3 1 -3

5 14 22 31 40 -3 8 6 1 2 -4 10

3 8 15 21 28 B
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Soluzione Si tratia di applicare 1'algoritmo di eliminazione di Gauss. Per la prima matrice
troviamo

4 5]
3

14
1

— -

1
9
4
3
2
1 2| ratns
-1 '—IJ R —203

oo o Q- oo o o
o0 O e D oo o - ke

3 4
2 3
1 2
-1 -1
2 3
3 4
2 3
1 2
0 1
0 0

o000 O oo o o -

oo o =R [T SN
oo W =l 0 W

—

@ per la seconda, in modo simile, abbiamo

!
=

-1
Ro—30y . 1
R3—R1 1| ra+3ng

ngy+3R1 3| rq—4ara

|
o o e i Gy =
i
oo e
|
|
-3 BN

cCooN OO oM
|
ot
_

[ B Tl V] o~ R

|
o o
o

oo +— ooor
i
cCoMmo OO

Esercizio 2.8. Determinare il rango delle matrici
1 2 -1 3
4 10 -3 .9
B=| -2 .4 6 -18
-2 -2 3 -7
S102

Soluzione Applichiamo I'algoritmo di eliminazione di Gauss.
1 1
0 2 g —R1
Ay |0 =1 =1 —2{ ng—m1 = (2.20)
0 2 R4-F3R:
0 9

R5—It1

La riduzione a scala ha tre pivot, quindi #{A) = 3. Per la seconda matrice troviamo invece

1 -3

4 —12 R3+2R1 Q1 rz—4dnz (2.21)
i -1 R4+20y 3| rg—na

0 2 Rg—R1 6| ns—m1
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na matrice

(2.16)

(2.17)

(2.18)

3rg
AR

(2.19)

10

CoO o

(2.20)

R5—Rg

vlamo invece

s—ng  (2.21)
4—Rz2

E 15
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1 2 -1 3 1 2 @D 2-1 3 1 2
0 2 1 -3 1 2 0 @2 1 -3 1 2

=000 @ T T3 20 000 @1 3 (2.22)
¢ 0 0 2 1 6| 0 0 0 0 0 (3 nr-xs
0 0 0 0 0 0] 0 0 0 0 0 0

Nel passare dalla matrice a destra in (2.21) a quella a sinistra in (2.22) & stata utilizzata
una variazione dell’algoritmo di Gauss. Infatti nella prima di queste due matrici il pivot
p = 2 si trova nella seconda riga di S e l'algoritmo prevede lo scambio di questa riga con
la precedente; invece & stata eseguita una permutazione ciclica sulle righe di 8. Tn questo
modo si evita di effettuare un secondo scambio fra le due ultime due righe di S dopo avere
eliminato gli elementi sotto il pivot. In generale & sempre conveniente, dal punte di vista del
calcolo, spostare le righe nulle nella parte inferiore di 8 perché questo riduce il numero di
operazioni da effettuare successivamente e non altera la riduzione a scala. Nel nostro caso,
questa ha quattro pivot, dunque r(B) = 4. 5]

Esercizio 2.9. Determinare, al variare di o € R, il rango della matrice

1 2 -1 -1 0
2 5 2 =2 0
M= -1 -1 5 3 1
3 8 5 -1 1
3 9 9 1l a

't 2 -1 -1 0 ] F1 2 -1 -1 0 ]
B S | R I 0 1 4 0 0
M— |0 1 4 2 1 watwy —+ [0 00 2 17 Rg—Ta (2.23)
0 2 8 2 1 Rq—3Rp 0 0 0 2 1 Ry —Mg
L0 3 12 4 « ] rs—amy 10 0 0 4 « | 55-3n2
(1 2 -1 -1 0 ] D 2 -1 -1 0 ]
0 1 4 0 0 0 D4 0 0
—~ (0 0 0 2 1 =»10 0 0 @1 . (2.24)
--E} ----- 6 ““6-““0"“—6"“ Hy—Ng 0 0 0 Qa2 Ry
L 0 0 0 0o — 2_ Ry —21g L 0] 0 0 0] 0 1 Ba

I primi tre passi non presentano noviti rispetto ai casi esaminati fino ad ora. Al quarto passo
la sottomatrice S & formata dalle ultime due righe e abbiamo due possibilita.

o Se a = 2, allora 8 & nulla e quindi gia ridotta a scala; I'algoritmo termina a questo punto.
La riduzione a scala ha tre pivot, dunque r(M) = 3
o Se o # 2 allora 8 non & a scala e il suo pivet & & — 2; scambiamo ke ultime due righe

¢ otteniamo 'ultima matrice che & la riduzione a scala. In questo caso abbiamo quattro
pivot, dunque r(M) = 4.

Vale la pena osservare che 'ultima matrice pud comungue essere considerata una riduzione
a scala in entrambi i casl, dal momento che coincide con la precedente quando o = 2. Per
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concludere,

3 sea=2
M) = 2.25
r(M) {4 altrimenti. { )

Esercizio 2.10. Sia A una matrice con due righe. Mostrare che le condizioni
seguenti sono equivalenti.

1. r(A) < 2.

2. O la prima riga & nulla cppure la seconda & un multiplo scalare della prima.
3. Una delle due righe & multiplo dell’altra.

Soluzione Indichiamo con a; la i-esima riga di A.

1=-2 Supponiamo che r{A) < 2 e che a; # 0. Se il pivot di A si trova in a3, allora deve
essere ag — ca; = 0 per un ¢ € K, dunque as = cay. Se il pivot si trova in as, deve
essere a1 — caz = 0, dunque a1 = caz; ma a1 # 0, quindi ¢ # 0 e moltiplicando
I'ultima uguaglianza per ¢~ si ottiene ag = ¢~ 'ay.

2=3 Sea; =0 allora a; = Day. Se a; # 0, allora a3 & multiplo di a; per ipotesi.

3 =1 Eventualmente scambiando le due righe, possiamo supporre che az = ca;. Ma allora

Poperazione riga Rz — cRy mostra che nella riduzione a scala U di A almeno una

riga & nulla, quindi r{A) < 2. =

# 2.3 IL METODO DI ELIMINAZIONE DI GAUSS

Esercizio 2.11. Utilizzando il MEG, risolvere i seguenti sistemi lineari
commentando il risultato ottenuto alla luce del teorema di Rouché-Capelli.

Ty +3x2+ 223 =5 3+ 23+ x4=3
2z +0x2+4dz3 a4 =5 5 20 4+ 225 + 023+ 2y =T

T1 + Dxg +4dxs — 24 = 10 3xq — 229 + By + 6x4 = 10
3z + 102s + 8z + x4 =12 —z1+ 623 +x3 =3

Soluzione In questo esercizio e nei successivi sui sistemi lineari, m indica il numero di
equazioni del sistema, n quello delle incognite, r il rango della matrice dei coefficienti e 7’
quello della matrice completa. f Se riduciamo a scala la matrice completa troviamo

1 3 2 o 51 [1 3 2 o| 5]
2 5 4 1| 5 0-1 0 1|-5
1 5 4-1l107]o 2 2 -1 5 (2.26)
1310 8 1/12] [0 1 2 1|-3
1 3 2 o 5] [1 3 2 o] 5
0-1 0 1|-5 0—-1 0 1|5
1o o 2 1|-s|7]o o 2 1|-5 (2:27)
o 0 2 2/-8 [0 0 0 1|-3
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(2.25)
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(2.27)
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Abbiamo 7 = 4 = 7', dunque il sistema ha soluzioni. Poiché » — r = 4 — 4 = 0 non ci sono
variabill indipendenti e la soluzione & unica. Per determinarla scriviamo il sistema associato
alla riduzione a scala ed effettuiamo la sostituzione retrograda—il secondo sistema in (2.28)
va letto dal basso verso l'alto.

1+ 332+ 223 =5 1 = —3%2 ~ 203+ 5=1

— = e = 52

Tg + 24 5] o T2 ::‘44— (2.28)
233 + 34 = —b 23 =5(—m4—5)=-1
zq4=-3 £y =—3

L unica soluzione del sistema & dunque il vettore [1,2, -1, —3|".
matrice completa del sistema

a riduzione a scala della

1
]
1
1

T 0 2 1] 3 1 0 2 1 3
2 2 5 10 7 0 2 1 -1 1
3-2 5 61070 -2-1 3] 1 (2.29)
-1 6 1 0] 3] |0 6 3 1 6
1 0 2 1] 3] 10 2 1] 3
0 2 1 -1 1 6 2 1 -1 1
1o o0 o0 2|20 o0 o 2| 2 (2.30)
Lo 0o o 4|3 |o 0o o of-1
mostra che r = 3 < 4 = r’; dunque il sistema non ha soluzioni. ]
Esercizic 2.12. Utilizzando il MEG, risolvere il sistemna lineare
T1+280 —23+304 3+ 225 +25=0
®1 + 220 + 3 + 4y + 205 + 5z =1
2z1 +4as +4xa + 1224 + 335 + 1625 =2
—x1 — 223 ++ 33 — Bxq + 226 = 5.
Soluzione Riduciamo a scala la matrice completa.
1 2-1 3 2 1| a] [1 2-1 38 2 1! 0]
1 2 1 4 2 5 1 0o 0 2 1 0 4 1
2 4 412 3 16| 2710 0 6 6 -1 14| 2 (2.31)
-1—2 3-8 0 2|5 o 0o 2-5 2 3| 35
1 2-1 3 2 1| 0 [ 2-1 3 2 1] 0
0 0 2 1 0 4/ 1} |0 0 21 0 4| 1 939
10 0 0 3-1 2|/-1 000 0 -1 2|-1 (2.32)
L 0 0 06 2-1} 4 |0 0 0 O 0 (3 2]

NelP'ultima matrice abbiamo indicato esplicitamente i pivot. Come si vede, r = 4 = ¢,
dunque il sistema ha soluzioni e poiché n —r = 6 — 4 = 2 queste soluzioni dipendono
da due variabili indipendenti—convenzionalmente si dice che il sistema ha oo® soluzioni
perché possiamo scegliere le variabili indipendenti in K che & infinito nei casi che stiamo
considerando. Le variabili indipendenti sono quelle nelle cui colonne non compare un pivot, in
questo caso za e xs; le altre variabili sono dipendenti. Per determinare le soluzioni scriviamo
il sistema associato alla riduzione a scala risolto rispetto alle variabili dipendenti e risolviamo
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poi per sostituzione retrograda rispetto a queste variabili.

;

x1 = —2T2 + T3 — 3x4 — 235 — T
1 1
Tz = —3Ta— 236+ 3

(2.33)

- 2 1
T4 =3T5— 3%+ 3

Tg ==

Introduciamo 1 parametri s ;=12 e £ 1= -léa:5 che variano su K e scriviamo la soluzione in
forma vettoriale: _
11 - -198

0 0

—4 —1

_7 + s +i 5

0 6

6 0

Esercizio 2.13. TUtilizzando il MEG, risolvere il sistema, lineare

r.J\"‘I.‘]_-|-2:172—Cl!g-I-:E4-i-233|3+2m7=0

w21 — o + dag — 3y — 225 — 3z — 3Ty =0
—2%7 ~ 32+ 423 — Ty — 5+ 25+ 3z7 =0
3z +4mp — Tag - x4 + 225 — dag — 8zr =0
—2z1 — 220 + 63 — 624 — B2xg — Bxg =0

L T1 + 22 — 373 + 624 + 4x5 + L0x6 + 9227 = 0.

Soluzione 1l sisterna & omogeneo, quindi ammette sempre almeno la soluzione nulla.
Per determinare tutte le soluzioni riduciamo a scala la matrice dei coefficienti e non quella
completa, dal momento che la colonna dei termini noti & sempre nulla.

1 2-1 1 0 2 2] T 2-1 1 0
-2 -3 4 -3 -2 1 2 -1 -2
-2 -3 4 -1 -1 1 2 1 -1

3 4-7 1 2 -2 -4 -2 21

8 —6 —5 2 4 -4 -5
-3 6 4 -1 -2 5 4

0
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1
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(2.33)

0 la soluzione in

(2.34)

(2.35)

la soluzione nulla.
cienti e non quella

2
%]
7
Y (2.36)
4
7—
2]
1
8
4 (2.37)
8
,,_4-
27
1
6
2.38
D s (2.38)
) 0
y ol
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Poiché n —r = 7 — 4 = 3, le soluzioni del sistema dipendono da tre variabili indipendenti.
Per deferminarle trascuriamo le ultime due righe della riduzione a scala che corrispondono
all’equazione 0 = 0, scriviamo le equaszioni della riduzione a scala, risolte rispetto alle variabili
dipendenti ¢ usiamo sostituzione retrograda:

Ty = —2T9 + T3 — Ta — 215 — 2T x1 = bBas — %ms 4+ 3327
To = —21:1:3 + x4+ 225 — 26 — 7T . To = —213:3 -} %zs — 16z7 (2.39)
xa = —525 — 2w — 37 xg = —zz5 — 1lz7
zg = 4oy g = dxy,
Facciamo le sostituzioni &1 := z3, t2 == %fL‘s e t3 == 27 e scrivimao le soluzioni in forma
vettoriale:
1| [ 53 — 5t + 3383 ] " 5] [—5 [ 33]
Tz —2t1 + 3t; — 1643 -2 3 ~16
T3 iy 1 0 0
X={xr4} = —ts — 11%3 =1 Of 482 | ~1| + ts [ =111 . (240)
5 2t 0 2 0
L6 4is 0 0 4
L7 L t3 i L 0] | 0] L 1] -

Esercizio 2.14. Verificare il teorema di Rouché-Capelli per i sistemi risolti nella
sezione 3 del testo:

z+2y+32=6
% +32 =6
1. {z+2y+33m6 2. {”Jr Yoz 3. {2 —ytz=2

9 — =9
oYt 3z + 8y + 10z = 20

zt+y—4z=1 z—y—2=3
4. <24+ 3y—102=2 5, 3z —-2y—42=3
br—3y—4z2=5 dr4y~92="7

Soluzione Scriviamo di seguito, per ciascuno dei sistemi, la sua matrice completa con la
riduzione a scala e le soluzioni indicate nel testo. Nelle riduzioni a scala sono evidenziati i
pivot per il caleolo dei ranghi.

Matrice completa  Riduzione a scala Soluzioni

6 -2 -3
1 2 3j¢] L2 3]6 x= (0| +s| 1| +t| 0
1
2] -1

1 2 3|6 D 2 3| 6
R R

1 2 3
2 -1 1 2 1?) 5\ ,_5\
3 8 10| 20




70 Capitolo 2. Sistemi lineari (© 978-88-08-72055-9 . ©

YRS T 1 -4 |1 1 2 ;
S0

1
3 -2 —43 (I) —1|—6] nessuna
4 25

Per il primo sistema la matrice ha una sola riga ed & quindi gia ridotta a scala. Il suo
coefficienti, dunque » = 1 =+ e il sistema &
_ 1 = 2 variabili indipendenti, o parametri,
che stiamo lavorando su un

unico pivot & p =1 e si trova nella matrice dei
risolubile. Le soluzioni dipendono dan—7:=3
che sono stati indicati con s e ¢t nelle soluzioni. Dal momento
campo infinito, ciascuno dei parametri pud essere scelto in infiniti modi diversi e il sistema
ha oc? soluzioni In questo caso la riduzione a scala ha due pivot, entrambi nella matrice
dei coefficienti, dunque r = 2 = #' e il sisterna ha soluzioni. Ma quin—r =3-2=1, dunque
le soluzioni dipendono da un unico parametro s; il sistema ha co* soluzioni. [ 1l sistema ha
soluzioni perché » = 3 = r'. Poiché n —r = 3 _ 3 =0, non ci sono variabili indipendenti e
la soluzione & unica Questo caso & analogo al secondo: r = 9=ren—r=3-2=1,
dunque il sistema ha oot soluzioni. [ In questo caso la matrice completa ha tre pivot, ma

e si trovano nella matrice dei coefficienti. Dunque r = 9 < 3 =17 eil sistema
|

solo i primi du
non ha soluzioni.

Esercizio 2.15. Risolvere i sistemi lineari

H o 40

z+2y—z=2 2z4+y+3z=-1
x+2y=4
3x4+8y—22=10 de+4y+ 6z =1
1. ¢ 2x+5y—32=0 2.
o+ dy — 82 18 Qg -2z =8 Gz + by +6z=—1
Y 3z + 4y — 8z = 18 63 +y + 3z = —11.

Soluzione EH Dalla riduzione a scala della matrice completa del sistema

12 0 4 12 0| 4
[Ab]=1]2 5 -3 o =0 @O 3| -8 (2.41)
1 4 -8 -18 0 0 (=D -6

troviamo che » = 3 = 7', Per il teorema di Rouché-Capelli il sistema ha soluzioni che
dipendono dan—r=3-3=0 parametri, dunque la soluzione & unica. La calcoliamo per

sostituzione retrograda a partire dal sistema associato alla riduzione a scala.

r+2y =4 z=-2y+d4=-2+4=2

y—3z=—8 y=3z2—-8=9-8=1 (2.42)
—2z = —6

B In questo caso
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a scala. Il suo
" e il sistema &
[, o parametri,
vorando su un
tsi e il sistema
i nella matrice
2 =1, dunque
3 1l sistema ha
indipendenti e
r=3-2=1,
L fre pivot, ma
# e il sistema

|
y+3z=-1
ly+6z=1
Sy +6z= -1
y + 3z = —11.
(2.41)

a soluzioni che
calcoliamo per

(2.42)

(2.43)

R |
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Lrultimo pivot & nella colonna dei termini noti, quindi 7 == 3 < 4 = ¢’ e il sistema non ha
soluzioni. § Anche in questo caso, la riduzione a scala

2 1 3] -1 )
4 4 86 1 0 ¢
[Abl=1e 5 | _1| ™ [o (2.44)
6 1 3;-11 0
mostra che r =3 < 4 = ¢’ ¢ il sisterma non ha soluzioni, 1
Esercizio 2.16. Risolvere il sistema lineare
1+ a2+ 23~ 3044225 =5
3x1 4+ 4wy + B3T3 — Tzy + T = 17
Ty =~ 4.',134 — 5 =2
Ty - 323 + @y + Tag = 5.
Soluzione La riduzione a scala della matrice completa del sistema
1 1 1 -3 2 5 1) 1 1 -3 2 5
3 43 —7 7l1r 0o o0 2 1| 2
100 -4 -1 27 o 0Eh 1 —2|-1 (245)
0 1

3 1 7¢{5 060 0 & ol o

prova che r = 4 = r'; il sistema ha dunque soluzioni che dipendonodan —r =5—-4 =1
variabile indipendente. In questo caso la variabile Indipendente & x5 perché & 'unica nella cui
colonna non compaiono pivot. Per determinare le soluzioni scriviamo il sistema, associato alla
riduzione a scala e risolviamo per sostituzione retrograda. rispetto alle variabili dipendenti.

1+ %2+ 2z — 3z + 225 =5 T1=—%2~ 23+ 3wy — 225+ 5 =5 + 2
Ty 4+ 204 + 35 = 2 To=—2%4— 25+ 2 = g5 + 2

—Z3 + x4 — 235 = —1 Tz =2T4— 25+ 1= ~2m5 +1
2, =0 Ty =10

(2.46)

Per scrivere le soluzioni in forma vettoriale sostituiamo la variabile indipendente z5 con un
parametro ¢.

TL=2+1 2+t 9 1
Tp=2—1 2—t 2 -1
@3 =1-2 x=|1-2t| = 1| +¢|-2 (2.47)
s =0 0 0 0
t 0 1
T5 =1t
5]

Esercizio 2.17. Risolvere il sistema lineare

$1+2$2+$3—3$4—4$5+$6;0
2$1+5.’L‘2'~“7Q‘,‘4—7E5—"$6=0
3$1+7$2*§~2$3—12$4"~12$5-§-41’6 = 0.
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Soluzione [l sisterna & omogenec e quindi ha certamente soluzioni. Per determinarle basta rid
ridurre a scala la matrice del coefficienti.
1 2 1 -3 -4 1 1 2 1 -3 -4 1
o 5 0 -7 -7 -1|= [0 ©-2-1 1-3]. (2.48)
3 7 2-12-12 4 0 0 -2 -1 4 :
: Se
Poiché r = 3, le soluzioni dipendono da n—7 = 6 — 3 = 3 variabili indipendenti. Le variabili : co:
dipendenti, che corrispondono alle colonne dei pivot, sono Z1, T2 € T3, mentre le rimanenti
sono indipendenti. Scriviamo allora il sistema. associato alla matrice a scala e lo risolviamo
rispetto alle variabili dipendenti per sostituzione retrograda.
21 + 222 + w3 — 3zg — 435 + T =0
Eg — 2%3 — Ta + T — 3z =10 (2.49)
x5 — 24 — x5 + 45 =0
3 = —2mp — T3 + 3ma + 405 —Te = —9z4 -+ ws + 13w
T = 253 + L4 — %5 + 3T = 5Ta + Tp — 56 (2.50)
xg = 24 + %5 — 46
Se introduciamo i parametri £ 1= Ta, ty == x5 € t3 1= T, possiamo riscrivere la soluzione in St
forma vettoriale
py = —9t +tz + 13ts _g 1 13
zp = Bty -+ 12 — 5ty 5 1 -5
T3 = 2 -2 — 4l3 2 1 —4
=1 1 . .
I x=t| 4 T2y “+ t3 0 {2.51)
U] 1 0
x5 =1
T 0 0 1
g = b3
Esercizio 2.18. Risolvere il sistema lineare
Bxo — Ty = 0
Ty —Fg—Ta = 0
x, —x3 — 6xg = 0.
6z — T3 — 674 r

ciente ridurre a scala la matrice dei

Soluzione 1l sistema & omogeneo, quindi & suffi
coeflicienti.

0 6 -1 O© 1 -1 0 —1]x
1 -1 0 -1 — {0 6 —1 Olmn (2.52)
6 0 -1 —6 6 0 -1 —6
1 -1 0 -1 -1 0 -1

|0 6 -1 0 ~ |0 & -1 0 (2.53)
0 6 —1 0l rg—6my 0 0 0 0| rzg—nra

idipendonoda.n—r=4—-2=2

11 sisterma ha soluzioni perché & omogenco e le soluzion
Risolviamo il sistema associato alla

variabili indipendenti che, in questo caso, sono Tg € L4.
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iinarle basta

(2.48)

. Le variabili
le rimanenti
lo risolviamo

(2.49)

(2.50)

1 soluzione in

(2.51)

la matrice dei

(2.52)

(2.53)

r=4—-2=12
3 associato alla
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riduzione a scala per sostituzione retrograda.

(2.54)

Ty -Te—-24=10 $1=$2+-’L‘4=%.’E3+:’£4
O —x3 =0

1
Ty = E:L‘g.

Se introduciamo i parametri s == %wa e t == 14 allora le soluzioni sono i vettori [s+2,3, 68"
con &,t € K. 2|

Esercizio 2.19. Risolvere i sistemi lineari a coefficienti reali seguenti,

e —Ty—z=-2 Jr~—dy —z= -3 dr+y—92=11
28 —8y+z=-8 2z~ 6y +z= -7 br+2y—162=19
L dz4y—92=-2 2. dz+2y—9z=-3 3. 45z +y—~132=17
T —dy + 6z = —1 r—3y+6z=2 20 —4z=6
2r—3y—4z=2 2z —y—dz=-2 dr+y—1lz=14

Soluzione Riduciamo a scala la matrice completa del sistema,

(3 -7 —1] -7 |'1 1 =9 —27as (1 1 —9i—2]
2 -8 1| -8 2 -8 1] -8 0 -10 19| —4|rg—2r,
1 1 -9 -2 =3 T -1 —2i; =0 ~10 26| 4 |ug-3nr; {(2.55)
1 —4 6 -1 1 -4 6 —1 0 -5 15| 1lng—n,
2 -3 —4| 2 2 -3 —4| 2 [0 -5 14| 6las—on,
1 1 -9 —-23 [1 1 —9] —2] 1 1 —9; -2
0 -5 15 1 [ng 0 -5 15 1 0 -5 18] 1

~0 —10 26| 4 =000 =4 2lrgomme {0 0 —1] 5| (2.56)
010 19; -4, 0 0 -11] —6fng~-2ns 0 0 -11} -6
0 -5 14] 6 0 0 =1 Sfas-we [0 0 —4| 2
1 1 -9 -2] D 1 -9| -2
0 -5 15| 1 0(=5) 15/ 1

—0 0-1] 5 =0 01} 5 (2.57)
0 0 0|—6lly-1ms [0 0  0[Z61}
it 0 018 frs—ang 0 0 0 0 [ny—38ny

Dalla riduzione abbiamo che r = 3 < 4 = + ¢ il sistema non ha soluzioni. B In questo caso
la riduzione a scala

3 —4 -1|-3 1 2 —9] —3]r 1 2 —9|-3]
2 -6 1|-7 2 -6 1| -7 0 =10 19| -1 ny-2a,
1L2-90-31 = 13 -4 —1| =8|n = |0~10 26| 6| ng—sm (2.58)
1 -3 6| 2 1-3 6 2 0 —5 15| 5] n-n
2 —1 —4] -2 2 -1 —4] —2] 0 =5 14| 4] ng—2m,
12 —9[-3] 1 2 -9 —3] L 2 -9 -3]
0 =5 15| 5[ley |0 -5 15| 5 0 (=5 15| 5

=0 -10 260 6 = 10 0 —4| ~4|ry-2mp e [0 00T} 4 (2.59)
0-10 18/ =11 |0 0 —11|=1l|ng-2es [0 0 0| Ofne—ling
0 -5 14 4j 0 0 =1 ~Ifn-we [0 0 0| 0fns—in
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mostra che r =3 =1 en—7 = 3 —3 = 0, dunque il sistema ha un'unica soluzione. La
calcoliamo per sostituzione retrograda.

T+ 2y —9z=-3 2=-2y+9z~3=2
—bBy+16z2=5 y=32z—-1=2 (2.60)
—dz=—4 z=1

Come nei casi precedenti, riduciamo a scala

L’unica soluzione & allora il vettore [2,2,1]".
la matrice cormpleta del sistema.

3 1 =9 | 11] 1 1 =5 5] m-m
5 2 -16| 19 5 2 -16| 19
5 1 -13] 17 5 1 =13 17 (2.61)
2 0 -4| 6 2 0 -4| 6
L4 1 —11| 14] 4 1 -11| 14]
1 1 -5 5] D 1 -5]| b5
0 -3 9| —6| na—s5rs 0 (=3 91 —6|n-sm
|0 —4 12 —~B|wg-smy > [0 0 0] 0 ra-5m (2.62)
0 -2 6| —4f na-2m 0 0 0| Ofri—2m
K -3 9] —6] rg—dm {0 0 0 O sg—dny

L’operazione al primo passo ha lo scopo di ottenere il pivot p = 1 in posizione (1,1) in
modo da semplificare i calcoli successivi, Pralla riduzione a scala abbiamo che r = 2 = 7'
en—7 =3—2 = 1; il sistema ha dunque oc' soluzioni che dipendono dalla variabile
indipendente z. Usiamo sostituzione retrograda per determinarle.

z+y—92=>5 t=-—-y+5z+5=224+3

2.63
~3y+92z=-6 y=3z+2 (263)

Se sotituiamo la variabile indipendente z con un parametro t possiamo scrivere le soluzioni
pella forma [2t + 3,3+ 2,2]" cont € R. B

" Esercizio 2.20.. Risolvere i seguenti sistemi lineari a coefficienti reali.

'_;cl+zg+_m3+2:c4~_——9 _ . _581*%-5132-]-333—‘31:4:2
q T + Ta -§-2933+ T4 =38 S 3. |2 + w2 —3z3+ g =2
T+ 2+ g d g =7 ' x1—3m2_+z3+m4=2
'3'\2z'1+$25—|%a:3+m4"=6; EHEE 3z + ot o3ty =—2
($1f.lv.4562f5$3+3$4='—1 . GE1+:L‘2+$C3—~.’E4=—1.
2.‘E1+3$2—5£E3+$4 _‘—‘3 e o1+ Ts—Tzbag=1
3:121 + 2z9'— by~ Ty =7 Ty —Za+ T3t Ty = 1

bzz—-dma=11 0 l-mitoptos-dma=1
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, soluzione. La

(2.60)

lisciamo a scala

-R4

(2.61)
—5Ry
—Biy (2.62)
—2ry
—4Ry

ssigione (1,1) in
cher=2=r
o dalla variabile

(2.63)

ivere le soluzioni
1
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Soluzione Riduciamo a scala la matrice completa del sistema,
1 1 1 2f 9 1 1 1 2 9] 11 1 23 9
i1 2 1 8 0 0 I -1 —1frg—n, 0 1 0-1 2 lng
L2 1oy 7 7o 1 0-1 20 0 11| 1| (264)
2 1 1 1| 6] 0 =1 -1 —3|-12Jrs-2n, |0 -1 -1 —8]-12
1 1 1 2{ ¢] f1 1 1 2 9]
0 1 0-1] -2 60 1 0-1] -2
Tlooo r-1f -1 o 0 1 -1] -1 (2.65)
0 0 =1 ~4|-1dfnctn [0 0 0 —5|—15 fuying
Dal momento che r = 4 = ¢ il sistema ha un'unica soluzione che determiniamo per
sostituzione retrograda.
T1+wetaz+ 2, =9 TL=-T2~23~229+9=-1-2—-64+0=0
— T4 = — =z4~2=3-2=1
T — T4 2 T2 =xq (2.66)
T3 —24 =-—1 T3 =4 —1=3—-1=2
—bzy = —15 Zg =3

L'unica soluzione & dunque il vettore (0,1,2,3]". B} Riduciamo a scala la matrice completa
del sistema.

1 4 -5 3/-1 1 4 -5 3|-1 1 4-5 3|—1

2 3-5 1| 8 0 =5 5 ~5 Bla-2y, |0—5 5_5| 5

3 2-5-1 77 [0-10 10 —10| 10}s-sn, ™ |0 0 o 0! Ofgzny (267
4 1 -5 -3/ 11 015 15 —15| 5fes—ans [0 0 0 0| 0lnoany

Abbiamo r = 2 = ', dunque il sistema ha oo? soluzioni che dipendono dalle variabili indi-
pendenti z3 e 24, quelle le cui colonne non contengono pivot. Scriviamo il sistema associato

alla riduzione a scala e lo risolviamo a partire dall’ultima equazione rispetto alle variabili
dipendenti.

{:L'l + 4z — 51z 4 3z = —1 {.’L‘;:%4$2+5$3*3m4—1=$3+$4+3

(2.68)
—522 + 5z3 — 534 =5 Te=T3—24—1
Infine, scriviamo il risultato in forma vettoriale.
fa | Ta+x443 3 1 1
= [F2] _ [Fa—ma—1] _ |-1 1 -1
T zs| = o =1, + 23 i + x4 0 (2.69)
T4 T4 \; 0 1
B Riduciamo & scala la matrice completa del sistema.
1 1 1 -3 2 1 1 1 -~3] 2 1 1 1-3f 2
1 1-3 1|-2 0 0 —4 4f—dlpg-n, 0-4 0 4| 0l
1-3 1 1] 28 Tlo-4 0 4 0kyn, "0 02 4l-gly, @70
-3 1 1 1|-2 0 4 4 -8 4Jn4+3n1 0 4 4-8| 4
[ 1 1 1 -3 2] (11 1 3] 2]
0-4 0 4 o 0-4 0 4 o0
Tlo 0-4 4al-a| "o 0 -4 4|4 (211)
L 0 0 4 —4 dlgtre [0 0 0 0 Oratra
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Abbiamo r = 3 = »’, dunque il sistema ha oo! soluzioni che dipendono dalla variabile
indipendente x4. Scriviamo il sistema associato alla riduzione a scala e lo risolviamo a partire
dall’ultima equazione rispetto alle variabili dipendenti.

Ty 22+ 23 — 3xs =2 pp1=—fe—Tas+3xa+2=34+1
—dzo 444 =0 T == T4 (2.72)
—4xg + dag = —4 g =o4+1

Scriviamo la soluzione in forma vettoriale.

z1] g+ 1 1 1
_|me} _ T4 {0 1
x = ws| = |zat1| = |1 + T4 1 (2.73)
24 | T4 0 1
2 Riduciamo a scala la matrice completa del sistema.
1 1 1 —=1]-1] 1 1 1 -=1]-1] 1 1 1-1|-1
1 1-1 1| 1 0 0 -2 2| 2irg—r 0-2 0 2f 2
121 1 1 1] Tlo—2 0 2] 2he o 0-2 2| 2h &7
| -1 1 1 -3 1] 10 2 2 —4| Ofm+ma 0 2 2-4| 0
1 1 1 =1]-1] 1 1 1 -1-1]
0-2 0 2| 2 0-2 0 2 2
o 0—2 2/ 2] o o-2 2| 2 (2.75)
| 0 0 2 -2 Zng+ry [0 0 0 03 4dlrgtrs
In questo caso r = 3 < 4 = r', dunque il sistema non ha soluzioni. =]

. Esercizio 2.21. Il metodo di eliminazione di Gauss-Jordan, MEG-J
"Una matrice e 111 forma ridotta di Gauss-Jordan, o totalmente ridotta, se:

1@ ndotta a scala;
7'9: tutti i pivot sono uguah a 1
3. ogni pivot & I'unico elemento diverso da zero nella sua colonna

Dimostrare che, se alle operazioni elementari sulle righe di combinazione lineare
e scambm (pagma 88 del testo) si aggmnge

c) molt1phcare una nga per una costante non nulla

allora ogm matnce an'unette una riduzione totale medmnte operazioni elementari
sulle righe. Dimostrare poi che se si parté da un sistema lineare e si riduce alla
forma di Gauss-Jordan la sua matrice completa il smtema, hneare oftenuto &
equwaiente a queilo d1 partenza

Soluzione Dal teorema 6.5 sappiamo che ogni matrice ammette una riduzione a scala con
operazioni riga di tipo a) e b); basta allora dimostrare Paffermazione per una matrice A gia
ridotta a scala. Lo facciamo per induzione sul numero m di pivot di A. Se m = 0 allora
A 2 la matrice nulla ed & gia totalmente ridotta. Supponiamo allora che sia m > 0 e che
Vaffermazione sia dimostrata per matrici con meno di m pivot. Consideriamo Pultimo pivot
Pm = Qmj.
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2.3 I metods di efiminazione di Gauss 77

1. Per definizione Pm # 0; possiamo allora moltiplicare la riga m-
perazione di tipo ¢) in modo che il nuovo pivot sia ugnale a 1
diciamo che Ia riga & normalizzata.

2. Con la riga m-esima cosi modificata, in modo che ora p,, = Qony
operazioni riga R, — @ijRon per ogni indice dj riga ¢ < m. In questo mo
della colonna J-esima ad eccezione dol pivot diventano nulli.

La sottomatrice formata, dalle prime m

esima. per p;7! con un’o-
—quando questo accade

= 1, effettuiamo le
do tutti gli elementi

— 1 righe ha meno di m pivot e quindi, per Pipotesi
di induzione, ammetie una riduzione totale. Le operazioni riga su questa sottomatrice non

modificano la j-esima colonna che & nulla; quindi la riduzione totale dells sottomatrice a
cul si aggiungono le righe sottostanti & una riduzione totale per A, L’algoritmo & descritto

- si

1o

annulla gli
elementi sopra
D

normalizza
Ry

Figura 2.2.

Gauss—Jordan, & sufficiente dimostrare che ciascuno dei tre
produce un sistema equivalente. Per la operazioni di ti
6.1 a pagina 91 del testo. Per le operazioni dj tipo ¢) basta osservare che se a;x = by, dove
a; ¢ la i-esima riga di A, allora Ca;X = ¢bi; ma se ¢ £ P'operazione & reversibile, perché la
prima equazione si obtiene dalla seconda moltiplicando per ¢! e due equazioni hanno le
stesse soluzioni e i sistem;] sono equivalenti.

Vale la pena osservare che, mentre lalgoritmo determina una precisa riduzione totale
della matrice di partenza, & spesso utile modificare 'algoritmao per semplificare | caleoli.
Questo & possibile perché, come abbiamo appena osservato, tutte le operazioni riga non
modificano la classe dj equivalenza di un sistema, dunque tutte lg riduzioni totali ; una,
Matrice producono matrici con sistemi equivalenti, &

tipi di operazioni riga utilizzate
Po a) e b) si tratta della proposizione

Esercizio 2.22. Risolvere con i metodo di eliminazione di

Gauss-Jordan i
seguenti sistemi lineari a coefficienti reali.

T1 T2y~ a3=—] 20+ 2y —my=— 2m1—4w2+3$3—x4=3
1. 2% + 3z +z3=1 9 31 + 224 — rz3=0 3. 3z — Gaq T3+ 92y=8
4z + S50 —z3=0 | dg; — 32 +ary3=—1 4z, — 8o + bzy Fay=7

Srg — 220 + 2r5=2
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Soluzione

i Cominciamo riducendo a scala la matrice completa.

D 1-1-1] 11 1] -7 L1l -1) -1
2 3 1 1= |08 3me-m ~ |0 I 3 3 (2.76)
4 5 -1| 0 0 1 3| 4] ss—an, 0 0 0| @ ng—re

Dal momento che r = 2 < 3 =+, il sistema non ha soluzioni ed & inutile procedere al calcolo
della riduzione di Gauss-Jordan. BE Calcoliamo prima la riduzione a scala e poi quella di
Gauss-Jordan con le operazioni indicate nella successione (2.77)-(2.79). Pili precisamente:
nella seconda matrice sono state utilizzate operazioni riga di tipo ¢} per moltiplicare la
seconda e la quarta riga, in modo da rendere tutti gli elementi della prima colonna multipli
del pivot p = 2 e avere in questo modo coefficienti interi piuttosto che razionali; le matrici
dalla terza alla quinta completano la riduzione a scala senza alcuna deviazione dall’algoritmo
standard del MEG; nella sesta matrice & stato normalizzato il terzo pivot p = 1 che & stato
utilizzato poi nella settima matrice per annullare tutti gli altri elementi della terza colonna,
sottraendo multipli della riga del pivot alle righe che la precedono; lo stesso & stato fatto
nella matrice successiva con il pivet p = 1 della seconda riga, annullando Pelemento sopra di
lui nella seconda colonna; nelPultima matrice & stato normalizzato i primo pivot.

2 1 1| —1] (2 1 -1]-1] 2 1 -1|-1]
3 2-1| 0 6 4 -2 0f2n, ¢ 1 1| 3| re-3m
4-3 1|-1 “laoz o1 P10 -5 3 1] wgeom  (2TT)
_5 -2 2 2_ 10 -4 4 4, 2R4 _0 —9 9 9_ Rq—5R1
2 1 -1f-1] (62 1 —-1|-1] 2 1 —1|-1]
0 1 1 3 0 D 1 3 0 1 1f 3
1o 0 8 16 nwse T 0 0 @16 “lo o 1] 2|1 278
10 0 18| 36 no+ous 0 0 0 0Jm-$ns |0 O 0| O
2 1 0 1] m+rs [2 0 0] 0]w-re (1) 0 0| 0]in
0 1 0 1|npng 0 1 0 1 0D ol 1
“lo oo 1 2 “lo oo 1 2 “lo o d 2 (2.79)
0 0 o o Lo 0 0 0] [0 0 0| 0

La riduzione a scala mostrache r =3 =1 en—7r=3-3 = 0, dunque il sistema ha una
sola soluzgione. Dalla riduzione di Gauss-Jordan si ottiene immediatamente la soluzione x =
[0,1,2]" nella colonna dei termini noti senza bisogno di ulteriori calcoli; in effetti, Palgoritmo
che porta dalla riduzione a scala a quella di Gauss-Jordan & equivalente alla sostituzione
retrograda. B La riduzione di Gauss-Jordan & calcolata nelle formule (2.80)—(2.83). Come
nel caso precedente, nella seconda matrice la seconda riga & stata moltiplicata per rendere il
primo elemento multiplo del primo pivot. La terza e la quarta matrice completano la ridugione
a scala. Nella quinta matrice viene normalizzato il secondo pivot, che viene poi usato, nella

sesta, per annullare gli altri elementi della terza colonna. Infine viene normalizzato il primo
pivot.

0 -7 21
0-1 3

R2—3R; —r

(2.81)

MM
=

R3—2R n3—iro
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(2.76)

1—R2

cedere al caleolo
a e poi quella di
il precisamente:
r moltiplicare la
colonna multipli
ionali; le matrici
ne dall’algoritmo
p = 1 che & stato
lla terza colonna,
550 & stato fatto
slemento sopra di
) pivoi.

]
e o 77
Rz —2R3
] Ra—5Ry
. (2.78)
R
7 %Rl
(2.79)

il sistema ha una
2 la soluzione x =
affetti, 'algoritmo
» alla sostituzione
80)—(2.83}. Come
saba per rendere il
letano la riduzione
1e poi usato, nella
malizzato il primo

, (2.80)

(2.81)
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2 -4 3-1] 3 2 -4 0

8 6 R] —3Ra
B L L [T Lty -1 (2.82)
0 0o 0 of o 0 0 0 o o
D -2 0 4 3 ir,
=10 0 3@ -3 -1 (2.83)
O 00 ol o

Dalla riduzione a scala abbiamo r = 2 = ' g 5 — T=4—-2=29

soluzioni che dipendono da due variabili indipendenti, 3 e 24. Da
Jordan, risolvendo rispetto alle variabili dipendenti, troviamo

» dunque il sistema ha
lla riduzione di Gayss-

2w — 4y + 3 3 2

—4

_ To o 1 0
Al S ) e EE A (2.84)

T4 0 0 1

Esercizio 2.23. Le soluzioni di un sistema line

are non dipendono dall’ordine in
cui vengono assegnate le indeterminate. Risolve

re il sistema lineare
204y —38z=0
T—2Y+z=-5
224+ 3y — bz =4

supponendo prima che le indeterminate siano or

{z,v,2) e poi secondo la successione (z, 1
stesse, anche se seritte in forma diversa.,

dinate secondo la successione
, ). Mostrare che le soluzioni sono le

Soluzione Scriviamo prima la matr
¢ calcoliamo una sua riduzione totale

2 1-3 o0

ice completa del sistema, secondo la successione (z,y,2)

1 -2 1| =5] ng 1 -2 1] -5
1 -2 1|-5 =2 1 =3 0[s |0 5 =5 10 2 —2Rry (2.85)
2 3 —5| 4 2 3 -5 4 0 7 -7 14 R3~21;
1 -2 1]-5 1 -2 1| -5 1 0 —1]-1 Ry +2Ra
~ 0 5 -5 10 =101 =1 2t o 1 —1| o (2.36)
0 0 0 0 ta—Zno 0 0 0] o 0 0 o0 o
Facciamo lo stesso, ma questa volta, per la successione (z,y,2).
-3 1 2 0 1 -2 1] 5], 1 -2 1| =5
1 -2 1| -5 = =3 1 2 0]e 0 -5 5{-15 R 431t
-5 3 2 4 -5 3 2| 4 0 -7 7{-21 n3+58;
(2.87)
1 -2 1] -5 1 -2 1]-5 1 0 -1 1 ny+28,
=1 0 -5 5/-15 = 0 1 -1] 3 e [0 1 —1] 3
O 0 ¢ 0 rg—Zny 0 0 0 o 0 0 o0 0

(2.88)
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Le soluzioni che si ottengono dalle due riduzioni sono, rispettivamente,

r=5—1 z=1
y=s8+2 y=1t+3 (2.89)
z=35 z=1+1

e sono formalmente diverse. Tuttavia entrambe rappresentano una retta di R? con direzione
[1,1,1]%; incltre, per s = 1 e t =0, le due rette passano per il punto P = (0,3,1). Quindi le
due rette coincidono e lo stesso vale per gli insiemi delle soluzioni. |

Esercizio 2.24. Risolvere con il metodo di eliminazione di Gauss i seguenti
sistemi lineari reali per ogni valore del parametro k.

z+y+kz=k -1 cthky=k
z+ky+z=0 2. {krx+ty=k
kr+y+z=k-1 kx+ky=1

Soluzione Calcoliamo con il MEG una riduzione a scala U della matrice completa del
sisterna, ma sul campo R(%) delle funzioni razionali nel parametro k.

11 k|K*—1 1 1 k -1
C=1I1%k1] 0 |[~=]0 k-1 1-k 1-k? =U (2.90)
k1 tik-1 0 0 2—k-—kK|2%k-E-F

Un esame di U su R rivela che
sz =k —1, um=2—k—k =1 -K2+Ek) (2.01)

sono entrambi pivot quando k # —2,1; in questi casi U & una riduzione a scala su R, mentre
{casi k = —2 e k = 1 vanno esaminati separatamente sostituendo in U e completando
Ia riduzione. Abbiamo dunqgue tre casi da esaminare, che abbiamo riassunto nella tabella
seguente dove & indicata non la riduzione a scala ma direttamente la riduzione totale.

Parametro Riduzione totale Ranghi Soluzioni

1 1 r=1=r T=—5~1
0 n—r=3—-1=2 y=s

0 co? solugioni o
c=8-+2

y=s5+1

oo’ soluzioni

r=3=1
n—r=3-3=0
1 soluzione

B1 Come nel caso precedente, riduciamo a scala la matrice completa su RB(k). Per ridurre il
numero dei casi da esaminare, tuttavia, invece dell’algoritmo standard utilizziamo operazioni
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(2.89)

13 con direzione

3,1). Quindi le
]

5 1 seguenti

ice completa del

u (2.90)

(2.91)

ala su R, mentre
J e completando
nto nella tabella
one totale.

(k}. Per ridurre il
zziamo operazioni
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riga che permettano di abbassare il grado dei pivot.

1 k|k 1k k
E o1k 01—k | k=1 ng-ng (2.92)
k k|1 E ok 1
Ik k 1k k

=10 1-k | k1 =10 1-—k k—1 (2.93)
0 k~k | 1—k| ngoiny ¢ 0 | 1+4k—2k ngmkny

Anche in questo caso, i pivot su R{k)

uge =1 —k, usa = 1+ k — 2k° = (1 — £)(1 + 2k) (2.94)

sono anche pivot su R solo quando sono entrambi non nulli, ovvero per & # —1/2 1, Quando
k = ~1f2 0 k = 1 dobbiamo sostituire in U e terminare la riduzione. A

bbiamo tre casi,
riassunti nella tabella che segue.

Parametro Riduzione totale Ranghi Soluzioni
1] 1 r=1l=¢ p=1_s
k=1 0 0f 0 n-—r=2-~1=1 { -
12 0 0 oot soluzioni y=s
1 0|-1 r=2=7 2= _1
k=-1 0 1§ -1 n—r=2-2=0 { B
0 0| o 1 soluzione y=-1
10 0 _ o
k#-11 01! o r=2<3=r
00 1 nessuna soluzione

Esercizio 2.25. Si consideri il sistermna a coefficienti reali

2 —y =2
32z — z =242
9z — By + 2 = 4.

Si risolva il sistema rispetto alle indeterminate z, y e z con il metodo di Gauss
perivalori¢t=1,¢t=2¢t=23del parametro £.

Soluzione Conviene riscrivere il sistema scambiando

Pordine delle indeterminate ¢ delle
equazioni nella forma

Z2—06y- 9z =4
—y+ 2z = 2 (2.95)
—z+ 3% = 22,

In questo modo la matrice completa si riduce a scal
specializzare immediatamente il parametro,

a senza difficoltd e senza bisogno di

A S e
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1 -6 9|4 1 —6 9
0 -1 2t!¢ |0 —1 2
-1 0 3|2 0 -6 3249
1 —6 9
- {0 -1 2t
0 0 3¢-3)t-1)

Di seguito sono indicate, per ciascuno dei casi richiesti, la riduzione a scala, il calcolo dei
ranghi della matrice dei coefficienti e di quella completa, la riduzione totale di Gauss-Jordan

e le eventuali soluzioni.

4
12

224+ 4

4
£

—d4(t— 1)(t+ 1)| ra—6ma

(© 978-88-08-72055-9

(2.96)

Rg-FRj

(2.97)

Parametro Riduzione a scala Ranghi Riduzione Soluzioni
totale
[1-6 9 4] r=2=1r [1 0 —3 -2] z=3s~2
t=1 0~ 2 1 n—r=1 01-2-1 y=25—1
0 0 0 0] ocolsoluzioni |00 o0 0

10 0
o1 @
00 1

] z =40
y=12
Tr=

r=3=1¢
t=2 -1 4 4 P
0 0-3-12 1 soluzione
1-6 9 4 _ ey
t=sJo-1g ol CERSNTT
0 0 0/-32 "

Per ottenere le soluzioni del sistema iniziale (2.25) restano da riordinare le indeterminate:
per ¢ =1 troviamo le infinite soluzioni [s,2s ~ 1,3s — 2]% con s € R; per ¢ = 2 il sistema
ammette I'unica soluzione {4,12, 40]™; per ¢ = 3 il sistema non ha soluzioni, B

Scluzione

A0 = A(0-0)=0-(AD) = 0.

Esercizio 2.26. Sia A una matrice di tipo (m, n). Mostrare che il sistemna omo-
geneo Ax = 0 ha sempre almeno una soluzione: il vettore millo 0. Mostrare anche
che r([A|0]) = r(A}, coerentemente col teorema di Rouché-Capelli.

Ricordiamo che il prodotto per una matrice & una funzione omogenea ¢ ciod che
A(tv) = t(Av) (proposizione 5.4). In particolare, se prendiamo £ = 0, v =0 e osserviamo
che il prodotto di 0 per una qualunque matrice & la matrice nulla, abbiamo che

Questo dimostra che 0 & una soluzione del sistema omogeneo Ax = 0. Per dimostrare che
7([A|0}) = 7(A) osserviamo anzitutto che A & una sottomatrice di [A]0]; dunque la riduzione
a scala della seconda contiene nelle colonne che precedono 'ultima una riduzione a scala della
prima e quindi 7(A) < #{{A[0]). Se fosse r(A} < r([A]0]) allora il sistema omogeneo Ax = 0
non potrebbe avere soluzione, contro quanto appena dimostrato. Dunque r{[A]0]) = »(A). &

(2.98)

Sc
on

Quesi
La pr

proda




